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Stabilita dei sistemi di controllo

8.1 GENERALITA

La stabilita di un sistema non dipende dal segnale d’ingresso, ma dipende solo dalla f.d.t. del
sistema

_e®) | sistema ﬂ,

_UE)
E(s)

f.d.t.

Stabilita BIBO
(Bound Input — Bounded Output)

e Un sistema lineare tempoinvariante si dice stabile semplicemente se risponde ad un ingresso
limitato con una uscita limitata, invece se risponde con una uscita che tende a zero il
sistema dicesi stabile asintoticamente.

Esempio di risposta:

Sistema stabil e semplicemente Sistema stahile asintoticamente

+ ut) + ut) u( 1) u(t)

e Un sistema lineare tempoinvariante si dice instabile se risponde ad un ingresso limitato con
una uscita non limitata (divergente)

Esempio di risposta:

Sistema instabile
& u(t) & u(t]
i 1 | 1
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Stabilita dei sistemi di controllo

8.2 CRITERIO GENERALE DI STABILITA

Il criterio generale di stabilita permette di determinare la stabilita di un sistema di controllo
quando si conoscono i poli della f.d.t. ad anello chiuso.

Els) +

W(s) = f.d.t. ad anello chiuso

6 |,

G(s) -H(s) =

BB | gy o ) Ufs)
1+G(s)H(s)

f.d.t. ad anello aperto.

Un sistema lineare é stabile se e solo se la f.d.t. del sistema ha tutti i poli a parte reale non
positiva e gli eventuali poli a parte reale nulla siano semplici.

Un sistema lineare ¢ asintoticamente stabile se ¢ solo se ha tutti i poli a parte reale

negativa.

« I'”‘

s

sisterma stabile
asintoticamente

L 2

Fe

r-—;7.---- 1
|

noli |

sistema stahile
sernplicemente
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Stabilita dei sistemi di controllo

8.3 ESERCIZI - CRITERIO GENERALE DI STABILITA

Esercizio 1

Determinare la stabilita dei seguenti sistemi retroazionati, note le f.d.t. ad anello chiuso.

10(s +1
a) W(s)= (s+1) I poli sono p1=-2; p»=-3;p; =- 4,
(s+2)(s+3)(s+4)
Essendo i poli tutti negativi, il sistema ¢ stabile asintoticamente
10(s+1
b) W(s) = (s+1 Ipoli sono pi=-2;p,=+3;p3=-4.

(s+2)(s—3)(s+4)

Essendo presente un polo positivo, il sistema ¢ instabile

10(s+1)
s(s+3)(s+4)

Essendo presente oltre ai poli negativi ; p, e p; anche il polo nullo p; il sistema ¢ stabile

c) W(s)= I poli sono p1=0; p,=-3;p;=-4

10s
d) W(s)= Ipolisono p;=-3-2j;p,=-3+2j
)W Granees-a P prrA T

Essendo i poli complessi e coniugati con parte reale negativa il sistema ¢ stabile asintoticamente

10+s

(s+1)(s% +9)
Essendo i poli p; reale negativo e p, e p; complessi e coniugati con parte reale nulla il sistema
¢ stabile

e) W(s)= Ipolisonopi=-1-2j;p.=+3j;p;=-3j

S+2

s2(s+1)(s+3)
Avendo la W(s) un polo doppio nell’origine il sistema ¢ instabile

) W(s)= I poli sono p1=p,=0; p3=-1;ps=-3
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Stabilita dei sistemi di controllo

Esercizio 2

Uno stabilimento utilizza, per la cottura di merendine, un sistema di controllo di temperatura a
catena chiusa. Sapendo che le funzioni di trasferimento del regolatore, del circuito di comando,
del forno e del circuito di reazione(termocoppia e circuito di condizionamento) sono

rispettivamente:
0,2 0,125
Gr(s)=01 Ga(s)=3 Gr(s)=——— Gp(s)=—
k() A®) PO =2 GRO) =T
Determinare la f.d.t. complessiva del sistema
Soluzione
regolatore cotnando forno
El=l + 0.2 LIfs)
= — 3 =3 = i -
<O+ G (5)=0,1— Galo) Fe)= e
0,125
Feie)l= :
R )= 1505
rEATione
W(s) = 0,06 2(1 +305) (Cap. IV pag.9)
250008~ +550s +1
Calcolo dei poli
2500s°+550s+1 = 0
~275+4225% -2500  —275+2193
Pin= = = p1=-0,02;py=-02

2500 2500

Il sistema avendo poli reali e negativi ¢ asintoticamente stabile
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Stabilita dei sistemi di controllo

8.4 CRITERIO DI STABILITA DI NYQUIST

Consideriamo il sistema in figura

Els] + LI{=)

11 criterio di stabilita di Nyquist permette di determinare la stabilita del sistema ad anello chiuso.
Esso si basa sul tracciamento del diagramma di Nyquist della funzione f.d.t. ad anello aperto
cioé L(s) = G(s)-H(s). per ®' variabile da—o a + oo

Enunciato del criterio di stabilita di Nyquist

11 criterio afferma che un sistema ad anello chiuso ¢ stabile se e solo se il numero di giri (N) in
senso antiorario compiuti dal diagramma di Nyquist della f.d.t. ad anello aperto intorno al punto
—1 ¢ uguale al numero dei poli (P) a parte reale positiva (cio€ non presenta poli nel semipiano
destro)

Riassumendo

P =N = sistema stabile

P # N = sistema instabile

Nota

Se P=0, cio¢ la f.d.t. ad anello aperto non presenta poli a parte reale positiva. Il sistema ad
anello chiuso ¢ stabile, se il diagramma di Nyquist non compie nessun giro intorno al punto —1

(N=0)

"I valori di ® < 0 non hanno significato fisico, ma solo matematico. Il diagramma di Nyquist per
® da 0 a -oo ¢ il simmetrico rispetto all’asse reale di quello relativo ad « variabile da 0 ad + o
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Stabilita dei sistemi di controllo

8.6 MARGINE DI FASE E MARGINE DI GUADAGNO

Il margine di fase e il margine di guadagno permettono di valutare il grado di stabilita
di un sistema ad anello chiuso.

Margine di fase
my =180°- | dc |
dove:

®c¢ (sfasamento critico) ¢ lo sfasamento della f.d.t. ad anello aperto in corrispondenza della
pulsazione alla quale il modulo della funzione di trasferimento ad anello aperto vale 1.

Margine di guadagno
m, = ! :

g OQ >
dove:

OQ ¢ il modulo della fdt ad anello aperto in corrispondenza di uno sfasamento della f.d.t. ad
anello aperto di 180°

| m, | 4= 20-log m,

Diagramima di Nyouist della fidt ad anello aperto

. . A
& Im sisterna stabile Im sistetna nstahile
e = 0° . t; < (°
ol
a0 0 - Q/1 ! 0 >
m L]
. -::I:M:} Re | _/ Re

C?P (modulo=1; fase =<r)

e Grado di stabilita in funzione del margine di guadagno
m >30° = sistema sufficientemente stabile
ms < (0° = sistema instabile

e Grado di stabilita in funzione del margine di guadagno

m, > 10 + 20 dB = sistema sufficientemente stabile
m, <0dB => sistema instabile
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Stabilita dei sistemi di controllo

8.5 ESERCIZI - CRITERIO DI STABILITA DI NYQUIST

Esercizio 1
Discutere la stabilita con il criterio di Nyquist

10
L(s) = G(s)-H(s) = 2 (poli=-1)
(1+5s)
La f.d.t. ad anello aperto non presenta poli a parte reale positiva (P = 0), quindi per essere
stabile il sistema ad anello chiuso, il diagramma di Nyquist non deve compiere nessun giro
intorno al punto —1 (N =0)

L 10
o) =it o

10 10 10
\/1+0)2-\/1+(02 \/(1+(02)2 1+

[0) =LL(jco) = arctg% - arctg? = - arctg? = -2 arctgm

b

L=|L(jm]=

o L= [L(jo) |o =ZL(jo)

0 10 - 2arctg 0 = 0°

o0 0 -2 arctg o = - 180°
10

Ipl=1 5= - 2ateg 1 = -90°

Il modulo parte da 10 e decresce, la fase parte da 0 e decresce fino a 180°

a4 Myguist Diagrams

10

Il diagramma di Nyquist non compie nessun giro intorno al punto —1, pertanto il sistema ad
anello chiuso ¢ stabile.
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Stabilita dei sistemi di controllo

Margine di Guadagno

1
m, =— =w
g 0Q
Margine di fase
my =180°- | dc |

Oc ¢ lo sfasamento della f.d.t. ad anello aperto in corrispondenza della pulsazione alla quale il
modulo della funzione di trasferimento ad anello aperto vale 1.

|L(j0)]= 1 _ 10 > l+e,2=10 = ©, = 3 rad/sec

\/(1+w2)2 P

dc = LL(jcop) == -2arctgo, = -2arctg3 =-144°
my =180°- | dc | = 180°- 144° = 36°

Esercizio 2
Discutere la stabilita con il criterio di Nyquist

L(s) = G(s)-H(s) =

(poli=-1)

(1+5s)
Anche in questo caso la f.d.t. ad anello aperto non presenta poli a parte reale positiva (P
=0), quindi per essere stabile il sistema ad anello chiuso, il diagramma di Nyquist non
deve compiere nessun giro intorno al punto —1 (N = 0)

. 10
L(jo)=———
(1+jo)
L=|L(joa]= 10 . ¢ =ZL(jo) = =-3arctgm
W1+0?)?
® L= |L(J(DX ¢ :4L(j(0)
0 10 - 3arctg 0 = 0°
o0 0 -3 arctg © = - 270°
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Stabilita dei sistemi di controllo

Myguist Diagrams

B s e e

[ [ A Y

o - - -- -

10
Re

Per stabilire se il diagramma compie rotazioni intorno al punto —1 bisogna stabilire dove si trova
il punto Q in cui il diagramma attraversa 1’asse reale. Tale punto ¢ caratterizzato da una fase di
180°

AL(j(oq) = =-3arctgwy=180° = arctgmy=60° = (oq=\/§

. 10 10 10
OQZ‘L(JOJq1: = = — =125
G1+o2)? (o) 8
Il punto Q si trova a sinistra del punto —1, attorno al quale il diagramma compie due giri in
senso orario (N = - 2), pertanto il sistema ¢ instabile.

Margine di Guadagno

1 1
me =—"F=-—-=08
0Q 1,25
Margine di fase
my =180°- | dc |

Oc ¢ lo sfasamento della f.d.t. ad anello aperto in corrispondenza della pulsazione alla quale il
modulo della funzione di trasferimento ad anello aperto vale 1.

|L(j0)]= 1 ==L23 = g = 2 rad/sec
(Yd+og7)
dc = ZL(jcop) ==-3arctgo,=-2arctg2 =-192°

m; =180°- | dc | = 180°- 192°= -12<0°
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Stabilita dei sistemi di controllo

8.7 CRITERIO GENERALE DI STABILITA DI BODE!
Consideriamo un sistema ad anello chiuso

Eis) + G(s) U= .

His) (=

11 criterio di stabilita di Bode' permette di determinare la stabilita quando ¢ nota la funzione
f.d.t. ad anello aperto cio¢ la L(s) = G(s)-H(s).

Un sistema a catena chiusa ¢ stabile: se lo sfasamento della f.d.t. ad anello aperto
calcolato in corrispondenza della pulsazione critica® ¢ inferiore in valore assoluto a 180°

Esempio: consideriamo un sistema ad anello chiuso i cui diagrammi di Bode della f.d.t. ad
anello aperto siano i seguenti

L) 4p ‘

Igaly™ 2|~ — — ——

L 4

—45°

-90°

1359 . M ;= margine di fase = 30°,
P =-150° - | — — — —

—130°

Il sistema ¢ stabile in quanto in corrispondenza della pulsazione critica wc, lo sfasamento in
valore assoluto della f.d.t ad anello aperto ¢ | dc | =150°< 180°.

Il margine di fase ¢ m ;=180 |dc|= 180°- |-150°| =180°-150° = +30°.
Il margine di guadagno ¢ mg=0 - | L(jw) | 4B = - | -20|=+20dB

"1 criterio di stabilita di Bode puo essere applicato solo se la f.d.t. del sistema ad anello aperto ¢ stabile
e a sfasamento minimo, cio¢ la L(s) non deve avere poli e zeri a parte reale positiva.

? Pulsazione critica ¢ = pulsazione alla quale il modulo della funzione di trasferimento ad anello aperto
vale 0dB
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Stabilita dei sistemi di controllo

8.8 CRITERIO SEMPLIFICATO DI STABILITA DI BODE

Un sistema ad anello chiuso ¢ stabile de il diagramma del modulo del guadagno ad anello aperto
interseca 1’asse delle ascisse con una pendenza di — 40dB/dec.

Se la pendenza ¢ maggiore o uguale a —60dB/dec il sistema ¢ sicuramente instabile;

con una pendenza di —40dB/dec il sistema potrebbe essere instabile e si deve ricorrere al
criterio generale di stabilita

8.9 ESERCIZI - CRITERIO SEMPLIFICATO DI STABILITA DI BODE

Esercizio 1
Verificare la stabilita del sistema ad anello chiuso

316-(1+0.01s)
(1+0,1s) - (1+0,001s)

G(s)-H(s)=

Zeri: z1=-100 = Tw,=100 rad/sec
Poli: p,=-10 = lwp; =10rad/s; p,=-1000= Jwp, =1000 rad/s
Costante: K =316 = Ky = 20log 316 =50 dB

Bode Diagrams

EI:I T T T TTTTTT T T T TTTTTT T T T TTTTTT T T T TTTTTT T T TTTTTT
ik = Lo o o 0 wisterna stahile )
g Ao g T Tt o
[uk] 1 1 [ RN 1 1 1 1 1 1 1 1 Lrrrn
E L A ettt S et ho Ll e 220 dbidec
= 0 TR T T R R TR = ¥
1 1 1 [ RN 1 1 L rrennnn 1 1 L rrenn 1 1 L rrren 1 1 [
E_ED 1 L 1 11itll 1 L1 11111l 1 L1 11111l 1 L1 1iitl 1 L 11111l

Tig RTik T10° AR 10 10°

Freguency (radisec)

L’attraversamento dell’asse delle ascisse avviene con una pendenza di — 20dB/dec, pertanto il
sistema ¢ stabile

Esercizio 2
Verificare la stabilita del sistema ad anello chiuso

s Hs 3162
(1+0,1s)- (1+0,01s) - (1+0,001s)

Poli:

pi= -10 = dowp; =10 rad/s

p>=-100 = Jwp, =100 rad/s

p2=-1000 = Jwp; =1000 rad/s

Costante: K = 3162 = Ky = 20log 3162=70 dB
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Bode Diagrams

[——— R pa—
R B
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u— R =l
Hir=JE— ﬁ g
- DR AR
L = ]
I- |_||||f4l_||||
1 1
B - TR IF S .
1 1
1 1
IE L .hI|ILIIII
cwmorooftoooo-ooo
R [ R —
CoC ZIILIIZd
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1
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1
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1
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b 1
N EEr T .
[ 1
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1
1
1
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1 1
I .
L - -l - - - RN | ——
1 1
I IR R oo
1 1
1 1
1 1
1 1
[ o (o] o [
= [y} iy =
— -

DZ

1

4
Freguency (rad/sec)

Jo’

L’attraversamento dell’asse delle ascisse avviene con una pendenza di — 60dB/dec,pertanto il

sistema ¢ instabile

Esercizio 3

Verificare la stabilita del sistema ad anello chiuso

316
(1+0,1s) - (1+0,01s)

G(s)-H(s)

100 rad/s

P2= -100 = \L(ng

10 rad/s ;

pP1= -10 = \LO)PI

Costante: K =316 = Kgp

Poli:

20log 316=50 dB

Bode Diagrams

C - _J-0-_F £ -1
A < M e S
R St 7 et
F oo -]

I = S A
1 1 =

S B ——.

{an) apnuubiepy

10°

1

a

1

4

Frequency (radisec)

L’attraversamento dell’asse delle ascisse avviene con una pendenza di — 40dB/dec, il criterio

semplificato di Bode non ci permette di valutare la stabilita.
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Stabilita dei sistemi di controllo

8.10 ESERCIZI - STABILIZZAZIONE PER RIDUZIONE DEL GUADAGNO DI
ANELLO

Esercizio 1

Analizzare la stabilita del sistema dell’esercizio N.3, ma con guadagno K minore di 35dB

5,62

G(s)-H(s)= (1+0,1s)-(1+0,01s)

Poli: p,=-10 = i(op] =10 rad/s; p,=-100 = i«wpg =100 rad/s
Costante: K = 5,62 = Kyg = 20log 5,62 = 20-0,75=15 dB

Bode Diagrams

20

| r\\‘ﬂ?ﬂfdﬁﬂ: :
: [

]
=
T
1
1
1
1
I
1
1

Freguency (rad/sec)

La curva del modulo ha lo stesso andamento della figura dell’esercizio N.3, ma parte non piu da
50dB, ma da 20dB. L’attraversamento dell’asse delle ascisse avviene ora prima del secondo
polo con una pendenza di — 20dB/dec, per il criterio semplificato di Bode il sistema ¢ stabile.
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Esercizio 2
Stabilizzare il sistema dell’esercizio N.2 riducendo il guadagno d’anello

3162

= G(s)- =
L(s) (s)-H(s) (1+0,1s)-(1+0,01s) - (1+0,001s)

Poli:

pi= -10 = Jwp, =10 rad/s

p>=-100 = Jwp, =100 rad/s

p>=-1000 = Jwp; =1000 rad/s

Costante: K = 3162 = Ky = 20log 3162=70 dB

E’ sufficiente fare in modo che quando arriva il secondo polo la curva attraversi 1’asse
delle ascisse. Quindi bisogna imporre che alla pulsazione di 100 rad/sec il guadagno
risulti | L(s)|4s=0 dB.

Dal grafico dell’esercizio N.2 siricava K g==(70-50)dB =20dB = K =10

L'(s) = 10
(14+0,1s)- (1+0,01s) - (1+0,001s)
Bode Diagrams

100
50
0
0
100

10° Rk L po’ 10"

Freguency (radfsec)

L’attraversamento dell’asse delle ascisse ora avviene con una pendenza di — 20dB/dec, per il
criterio semplificato di Bode il sistema ¢ stabile.

Nota:

Da questi esempi si evince:

e che la stabilita oltre al guadagno d’anello dipende dal numero dei poli
della L(s), in quanto ogni polo incrementa ulteriore la pendenza di
20dB/dec

e che con la riduzione del guadagno di anello K, si migliora la stabilita del
sistema.

Questo metodo di stabilizzazione in genere non ¢ seguito, perché il sistema di

controllo diviene piu lento, meno preciso ¢ piu sensibile ai disturbi.
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8.11 ESERCIZI: CRITERIO GENERALE DI STABILITA DI BODE

Osservazioni

il criterio di Bode ha il vantaggio di servirsi dei diagrammi di

&

Rispetto al criterio di Nyquist
Bode piu agevoli da tracciare.

La pulsazione critica puo essere ricavata con buona approssimazione dal diagramma di Bode
asintotico del modulo, a condizione che non vi siano cambiamenti di pendenza nelle vicinanze

della pulsazione critica

La fase critica invece conviene calcolarla analiticamente.

Esercizio 1

Discutere la stabilita con il criterio di Bode.

10
(1+s)>

G(s)-H(s) =

L(s)

Diagramma di Bode del Modulo

3
&n
ity
2
<
N
1
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ZL(jo, ) = -2-arctg 3 = 144°

Nota:. dc ricavato dal diagramma asintotico ha un valore minore.

- La fase critica puo essere calcolata analiticamente ®c

Poiché lo sfasamento in corrispondenza della pulsazione critica ¢ 144° < 180° il sistema ad

anello chiuso per il criterio di Bode ¢ stabile

Il margine di fase ¢ m;=180° |dc|= 180°- |-144°| = +36°

0- |LGey)|an =- [-20]=+20dB

Il margine di guadagno ¢ mg

Esercizio 2

Discutere la stabilita con il criterio di Bode.

10
(1+s)°

G(s)-H(s)

L(s)

Diagramma di Bode del Modulo

= 1 rad/s

Wp2 =0p;3

20dB
Diagramma di Bode della fase

(jo)

p; =-1 = wp=0p;

P1=p2

Poli:
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Stabilita dei sistemi di controllo

- La pulsazione critica vale ®¢ =2 rad/sec
- La fase critica puo essere calcolata analiticamente ®c =ZL(jo. )= -3-arctg 2 = 192°

Poiché lo sfasamento in corrispondenza della pulsazione critica & 192° > 180° il sistema ad
anello chiuso per il criterio di Bode ¢ instabile.

Il margine di fase ¢ m;=180° |dc|= 180°- |-192°] = -12°<0
Il margine di guadagno ¢ mg <0

Esercizio 3

Uno stabilimento utilizza, per la cottura di merendine, un sistema di controllo di temperatura a
catena chiusa. Sapendo che le funzioni di trasferimento del regolatore, del sistema di comando,
del forno e del blocco di reazione (termocoppia e circuito di condizionamento) sono
rispettivamente:

0,2 125
Gr(s)=0,1 Gax(s)=3 Gp(s)=—"— Gr(s)=
K (8) A(8) F(s) 155008 R(S) 15505
Analizzare la stabilita del sistema
Soluzione
Bl Bl
re IEgll:::uclﬂat ore C n?ﬁl:a% do ?Dlrlifuc .
Els) + 0,2 U(s)
T (5) = 0,1 — Tpls)=3 —GF(5}=1+5’UDS >
125
Gpis=
R )= o0
Bloccoreazione
Semplificando si ha:
0,2 0,06
Eis) + (=) G(s)= 0,1 -3 - ’ =_
Gie) _— 1+500s  1+500s
0,125
His) [ ™ 1505
0,06 125 7,5

La f..dt. ad anello aperto vale  L(s) = G(s)H(s)= =
1+500s 1+50s  (1+50s)-(1+500s)
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Stabilita dei sistemi di controllo

La f.d.t. ad anello aperto ¢ stabile in quanto i poli della f.d.t. sono reali e negativi ( p;=-1/500;
p.= -1/50), pertanto per determinare la stabilita del sistema ad anello chiuso si puo applicare il
criterio di Bode.

Diagramma di Bode del Modulo

Poli

P=-1/50 = lwp;=1/500=0,002 rad/s
P,=-1/500 = Jop=1/50 =0,02 rad/s
Costante

K=75=Kg=20log7,5= 17,5dB

Bode Diagrams
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al L L T
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E: | PO S S R VU T sy ¥ L iaviod
E L 1 Lo —
1] 1 1 | IR I N N I I | 1 1 | IR I N R I A | 1 1 | I I I |
= L L AT &
0 NN NN Lo
10* 10 107 107

Freguency (tad/sec)

- La pulsazione critica vale oc = 1,4-10 rad/sec
- La fase critica puo essere calcolata analiticamente:

2000 3504 goo = 1170

. 500
®c =ZL(jo,) = - arcth - arctg
Poiché lo sfasamento in corrispondenza della pulsazione critica (®.) e minore di 180°, il

sistema ad anello chiuso per il criterio di Bode ¢é stabile.

1l margine di fase ¢ m ¢ =180° |dc|= 180°- |-117°] = 67°

Nota:
Per determinare la stabilita si poteva in alternativa applicare il criterio semplificato di Bode.

Dal grafico si nota che ’attraversamento dell’asse delle ascisse avviene con una pendenza
di — 20dB/dec, pertanto per il criterio semplificato di Bode il sistema ¢é stabile
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8.13 SPECIFICHE DEI SISTEMI REAZIONATI NEL DOMINIO DELLA
FREQUENZA

Per la progettazione dei sistemi ad anello chiuso si tengono conto nel dominio della frequenza
delle seguenti specifiche

e Larghezza di banda

La larghezza di banda ¢ I’intervallo delle frequenze tale che il modulo della f.d.t. ad anello
chiuso W(s), non ¢ mai minore di 3dB del valore che esso assume quando @ =0
Per il calcolo della larghezza di banda per sistemi ad anello chiuso si utilizza la f.d.t. ad anello
aperto.

L(s) = G(s)-H(s)
La larghezza di banda (B) di un sistema ad anello chiuso ¢ approssimativamente uguale alla
pulsazione critica

B=o

e Picco di risonanza e Pulsazione di risonanza

Per isistemi ad anello chiuso del 2°ordine con poli complessi e coniugati £ < 0,7

2
0 .
W(s)= 5 I ;S =jo
s° +2Cm,s+ o,
A )
[Wiolgg
Mpl
: o
“p radfsec
ik-—— B — —

Mp = ; (picco di risonanza)
20 -41-¢2
Op =0, -y1- 2@2 (pulsazione di risonanza)

? Pulsazione critica o= pulsazione alla quale il modulo della funzione di trasferimento ad anello aperto
vale 0dB
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