CAPITOLO SESTO

CINEMATICA INVERSA

Introduzione

La posizione ¢ Forientamento di un oggetto manipolato da un robot .

dipendono dalle caratteristiche geometriche della sua struttura ¢ dalla configu-
razione dei suoi giunti,

Assai meno evidente & il procedimento, noto sotto il nome di cinematica
inversa, con cui determinare quale configurazione deve assumere [a struttura
affinché Loggetto manipolato assuma la posizione ed l'orientamento desidera,

Dopo un inquadramento qualitativo della cinematica inversa §i isolve i
problema per un robot  due gradi di ibertd ¢ si introduce la funzione
trigonometrica fnversa ATAN2(x, y).

Si affronta quindi teoricamente la cinematica inversa per una struttura a se
gradi di fiberta per terminare con una seric di esempi di complesitd graduata
con cui verificare le conoscenze apprese.

Il capitolo i conclude con una ntroduzione alle metodologie di controllo E

delle traiettorie del robot.

6.1 Cinematica inversa

La cinematica inoersa affronta il problema tatico della icerca delerelazioni 8
per il caleolo delle variabili di giunto, date la posizione e [ orientamento della terna 58

di estremitd della struttura dei robot e i parametri caratteristici dei giunti e dei
segmenti (fig. 1).

Dati una certa posizione ¢ un cérto orientamento della terna di estremita
della struttura, si tratta di calcolare tutti i possibili insiemi di variabili di giuato
che permettono di ottenerl.

I parametri caratteristici e giunti e dei segmenti vengono definiti durante La
modellizzazione della struttura e, per ogni grado di Liberta del robot, si avranno

tre costanti ¢ una variabile, La posizione ¢ Iorientamento della estremita della.

struttura dipendono dal valore che e variabili di giunto assumono di volta in
volta,
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Nella pratica, la cinematica inversa utlizza come dati di partenza 1 valori
degl elementi della matrice T:
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¢ ricava i valori delle variabili di giunto corrispondenti

T o (@0 - Gop§) « soluione ]
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Con g si intende la generica variabile che sard un angolo (&) od una
traslazione () in funzione del tipo di giunto corrispondente. it

Nel par. .1 s é visto come Ja posizione ¢ [orientamento delestremitd della
struttura del robot possano essere espressi sia nello spazio cartesiano (tramite la
matrice T) sia in quello dei gionti (tramit le variabil di giunto). La cinemafica
direfa trasforma un punto dello spazio dei giunti nella cortispondente posizione
ed orientamento della terna di estremita; quella inversa al contrario, gi&ta lq
posizione ¢ lorientamento della terna di estremita, determina tutti 1 puntl

corrispondenti nello spazio dei gunt, . Al
Nelle applicazioni pratiche la cinematica inversa ¢ di gran lunga puu

‘mportante di quella diretta.

1l programmatore tagiona infatti nello spazio tridirnensiqnale qartesiano,
mentre il controllo elettronico del robot opera in quello dei giunti. In altre
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parole cio signifca che il programmatore impone al robot movimenti di
traslazione ¢ di rotazione rispettivamente lungo od attorno agli assi del sistema
di riferimento cartesiano adotato mentre i controllore pud agire solo a livello
dei glunti.

e relazioni della cinematica inversa diventano pertanto di importanza
fondamentale permettendo al controllore del robot di tradurte | movimenti
desiderati dal programmatore nei corrispondenti spostamenti da imporre ai

singoli glunti.

6.2, Cinematica inversa per un robot a due gradi di liberta

Il robot a due gradi di libertd (fig. 2) permette di introdurre in modo
sempliicato alcune considerazioni ¢ definizioni correlate con la cinematica
inversa.

Fig. 2

 problema cinematico inverso per un robot a due gradi di iberta ¢ quello di
ricavare i valori dele variabili i giunto che permettono di posizionare 'etremi-
ta della struttura (0,) nella posizione specificata dalle coordinate ¥, .

Si tratta di risolvere le seguenti equazioni cinematiche:

x={(q;, 4)
y=1g, ¢,)

esplicitando le variabili del gunto:

4 =f(x, y)
0 ‘-“[(xs Y)
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* Tale soluzione si presenta complessa quando, come per il rabot considerato,
le equazioni cinematiche non sono lineat.
Proprio questa motivazione consente di affermare che i problema cinematico
inverso si presenta di sobuzione molto pik complessa di quello direto.

Esistenza della soluzione

Il problema cinematico inverso, a differenza di quello diretto, pud, per
particolart posizioni dellestremitd 0., non ammettere soluzione,

Linsieme di tutti 1 puntl in cui 1l problema cinematico inverso ammette
soluzione coincide con Ja porzione di piano raggiungibile dal robot ¢ definisce Ja
sua area di lavoro.

La fig. 3 mostra che, quando i due bracei del robot hanno lunghezza |, I,
diverse, Iarea di lavoro coincide con la corona circolare di ragglo esterno , +1,
¢ interno |, ~1,. Quando i due bracci hanno uguale lunghezza tale area sard i
cerchio di raggio 1, +1;.

)

Fig. 3

Quanto detto vale nell'ipotesi di glunti ideali che permettono rotaziont di

36°, Nella realtd i giunti permettono raramente rotazioni cosi ampie & cio
provoca una riduzione dell'estensione dell'area di lavoro.

Molteplicita della soluzione

Tl problema cinematico inverso molto spesso ammette pi di una soluzione
tiel senso che possono esistere pii configurazioni della struttura che portano la
sua estremita nella medesima posizione. Si consideri ad esempio la fig. 41 cul s
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—

vede come la pinza possa essére portata nello sesso punto di coordinate (x, y)
con due diverse coppie di valori per le variabili di giunto.

(xy)

Fig. 4

Strutture ridondanti

Al fine di posizionare un punto nel piano, i robot con pil di due gradi di
libertd sono da considerarsi ridondanti; infatti essi hanno a disposizione piu
possibilitd di movimento delle due necessarie per posizionare un punto nel
piano. Il problema cinematico inverso ammette, nel caso di strutture ridondanti,
una infinitd di soluzioni. Tale affermazione puo essere compresa osservando il
robot di fig, 5 che ha a disposizione infinite configurazioni della struttura per
raggtungere il punto di coordinate (x, y).

Fig. 5
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Cinematica Inversa
Le equazioni cinematiche del robot considerato sono (cir. par. 5.2}

t=l,C, 4L G,
y=15, 415,

Risolvere il problema cinematico inverso significa esplicitare le variabil
f, ¢ 0,

b, =1(x, y)
b,=1(x, )

ottenendo in tal modo due relazioni che, per ogni posjzione X, ¥ occupata da!lq
pinza, permettano di determinare gli angoli di rotazione , ¢ 0, dei rispettivi

giunti,
Si cominci con Fesplicitare 6. Elevando al quadrato ¢ quindi sommando le

due equazioni di ottiene:
Xy =B +1+201(C,C 15,5

Applicando le formule trigonometriche relative al seno ¢ coseno dell
somma di dug archi

sen (014 f) = sena cos fi+ sen ficose
cos (o f) = cosacos f T sene senf

§i ottiene:
¥+ = +5421,C,
da cui ¢ possibile ricavare C, ¢ S,;

Pi -l

ST

8= +/-/1-CY

Utilizzando le funzioni trigonometriche inverse, si risale ai dug possibil
valori di 0,
2 2_]2_12 . :
0, = arcoos | 22| prma souone
3 2,1,

=- fonze
==t seconda soluzi

T valori di 0, noti C, ed S,, s determinano applicando e formule trigono-
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etriche relative al seno ¢ coseno della somma di due arch, alle equazioni =

cinematiche ottenendo:

x=h(C,C,=5,8) +1;
y=1,68,Cy 4 C,S,) +1,5,

Ricavando C, dalla prima equazione

C 4 X+ 128182
1*16,4,

o sostituendo nella seconda, dopo alcuni passaggi algebrici s ottiene S;:

! yL,C, 1) - 188,
{1 41,0 + 58]

Sostituendo nellquazione f due possibili valori di §, ¢ quello di Cy, s ricavano
i corrispondenti valori di S,: noti questi ¢ possibile calcolare anche Cy e quindi =

rsalite al valore di 6, utlizzando e fanzioni trigonometriche nverse
Esempio

quando:

=3
y =769,613

sapendo che:

|, =60
1, =500

Utilizzando le relazioni della cinematica inversa si ha:

TR0 769,615 - 600° - 500
0 24600*500

=(,866

5, = /- 0866) = +/-050
da cui i ricavano  due possibili valori di 0
b= 4/
E ora possibile ricavare i due valori di 0.

it st i

Dato l robot di fi. 4, calcolare il valore delle du variabili i giuato ¢,

La funzione ATAN? i

Quando 6, =~ 30°:

T 615+ {500s0.866 + 00)— 00+T33013+ (-0
! (600 -+ 50050866 + (500+( - 0,5)

=(,866

TI013 4 500+038661( -5
E7 T 5040,866.+ 600,

0, =60
Quando ,=30°

§, =054
C, =040
0, =31

Le due coppie di angoli che permettono di portare Testremitd della struttura
nel punto indicato sono: ‘

bt =600 B,=-30°  prima soluzione
6,=327  f,= 30°  seconda soluzione

6.3. La funzione ATAN2

La risoluzione del problema cinematico inverso comporta un pesante utiliz-
20 delle funzioni trigonometriche inverse.

Questa necessita si scontra col fatto che le funzioni trigonometriche (seno,
Coseno ¢ tangente) non ammettono funzione inversa univoca, Infatti, rappresen-
tando in ascissa gli angoli ¢ in ordinata il valore della funzione (fg, 6) s vede
come, per tutte ¢ tre, ad ogni valore di y corrispondono nfiniti angol

! if 17

y=Sen(x) y=Cos(x)
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Nell'ambito della robotica I'ntervallo di variazione interessante per ]e:-'f
variabili di giunto angolari ¢ limitato a quello compreso tra —180° ¢ 180°, in
quanto rotazioni di un angolo giro non modificano la configurazione della 3

struttura.

univoco allangolo. Per individuare I'angolo & infatti necessario conoscere 1
valori di due funzioni trigonometriche. Ad esempio, conoscendo 1l seno ¢ il

coseno, si riesce a ricavare, rimanendo all'interno del campo stabilito, in modo

univoco Iangolo.

Le funioni trigonometriche inverse (ARCSEN (), ARCCOS (1, AR
CTAN (x) oltre alla non univocita presentano anche il problema dellaccuratez- =

7a con cui determinano gli angol.

La funzione ARCCOS (] (fg. Ta) ha una tangente verticale quandolangolo
assume i valori —180°, 0° ¢ 180° e, in tali zone, |' accuratezza con cui fornisce -

['angolo ¢ scarsa.

La funzione ARCSEN (x) (fig. 7b) presenta identico problema quando I'an-

golo vale —90° 0 90°.

La funzione ARCTAN (x) (fig, 7c) non ¢ defininta quando Tangolo vale: fl
~90° 0.90° ¢, per i valori nell‘intorno di questi, non garantisce una suffiiente ;.

accuratezza,

Y=arcsen(x)

Y=arctglx)

Per ovviare a questi problemi si ¢ introdotta la funzione trlgonomemca

inversa ATANZ (y, x), concettualmente simile alla ARCTAN (x).

La funzione ATAN? {y, x) caloola Fangolo utilizzendo due argoments, Tali

argomenti possono essere assimilati all'ascissa ¢ all'ordinata di un punto. 1

valore restituito dalla ATAN2 (y, )el’angolo positivo in verso antiorario, %
compreso tra il semiasse delle ascisse positive ¢ il segmento conglungente

Porigine con il punto di coordinate x, y (fig. 8.

Tvantaggi dellutiizzo della funzione ATAN2 (y, x) sono la determinazione
univoca dell'angolo corrispondente agli argomenti x, y nell'intervallo da —180°

a 180° e l'accuratezza uniforme in tutto il campo di definizione.

Rimane comunque i fatto che, anche allinterno di questo modesto interval-
Jo, dato un valore della funzione trigonometrica ¢ impossibile risalire in modo

: l
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64, Cinematica inversa per un robot a sel gradi di liberia

La cinematica inversa di un robot a sei grad di liberta si presenta in genere
complessa poiché le difficoltd segnalate nel paragrafo 6.2 vengono aumentate
dal maggior numero di variabili i gunto.

Le equazioni cinematiche i presentano nella forma;

T=f(q1, qzy ey qs: q6)

dove con T si indica la trasformazione omogenea che descrive la posizione ¢
[orientamento della terna di estremitd della struttura rispetto a quella di
riferimento,

Uguagliando la matrice T con quella di riferimento P&O 1 cui elementi
descrivono una particolare posizione ed otientamento della terna di estremitd, si
ottengono le dodici equazioni da cui partire per risolvere la cinematica inversa:

n=P&O[, 1]  1,=PEO[L1]  n,=PRO[3, 1]
0,=P&O[,2]  0=P&O[LY  0,=PRO[3,2]
5,=P&O[L,3]  &=PRO[L3]  a,=PEO[3]]
=PRO[L, 4] p=PRO[L4]  p,=P&O3 4]

In generale queste equazione sono funzione di pit di una variabile di giunto
¢ §1 presentano non lineari a causa dei giunti rotoidali che introducono nell
relazione le funzioni trigonometriche. Queste loro caratteristiche rendono parti-
Colarmente difficle, quando non del tutto impossibile, esplicitare le variabili d
giunto in funzione dei valori degli clementi della matrice T:

q,={(P&0)
q,=[(P&0)
Risolubllta di una struttura,

Nel caso pi generale si dovra risolvere un sistema di sei equazioni trigono-
Metriche in seno e coseno in sei incognite, rappresentate dalle variabili di glunto.
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Quando non i iuscird arisolvere analiicamente tale sistema, sard impossi-
bil ottenere delle reazion che diano in forma esplicita l variabili di glunto in
funzione de valori degli elementi di P&O e la struttura del tobot verra detta
non risolubile.

La cinematica inversa di obot non risolubili pud essére affrontata solo con
tecniche di calcolo numerico che comportano un ofevole carico computaziona-
le, Questo costrige ad utlzzare un elaboratore di controllo pil veloce ¢, spesso,
ad accettare tempi pit longhi per la risoluzione della cinematica inversa. A
fronte di questi aspetti negativile tecniche numeriche offrono il non trascurabile
yantaggio di poter essere applicate a tutte Je strutture, indifferentemente dalle
loto caratteristiche, Per questo & possibile prevedere in futuro una loro diffusio-
ne quando saranno disponibili caloolatori sufiientemente veloci da garantire i
calcolo delle soluzioni in tempo reale.

Tuttavia, per ora, in ambito industriale §i utlizzano praticaments solo
struture per le quali ¢ possibie risolvere la cinematica inversa in modo

esplicito.

esplicite.

Condizione suffciente affinché la struttura di v robot a sei gradi di ibertd s '
visolubile ¢ che gl assi di rotazione di tre ghunti consecutivi i incontrino in wno 3

stesso punto, per tutt 1 possibili valori delle variabili i giunto.

11 punto d'incontro dei tre assi puo anche essere improprio ¢ quindi anche :'?.
quando tre glunti rotoidali consecutivi hanno i assi di rotazione parallelila %

struttura sad risolubile.

§i ricorda che la condizione & solo sufficiente per cui possono esistere delle

strutture che, pur non godendo di questa proprietd sono risolubil.

Tutte le strutture che utilizzano un polso sferico soddisfano la condizione
suffcente sopra. riportata ¢ questo spiega Ia loro ampia diffsione in ambito
industriale. Osservando la fig. 9 si pud intuire perché queste strutture siano

serapre tisolubili.

Fssendo nota la matrice P&O si conoscerd la posizione ¢ Forientamento
della sesta terna rispetto al riferimento. Risulta quindi possibile calcolare e 3
coordinate di O, (x', v/, ) trovandosi infatt sul prolungamento, in direzione 5

negativa, dellasse zq, distante g da Og;

X =p,—ad;
y'=p, -0
7= B azdﬁ

La posizione di O ¢ tuttavia funzione solo dei primi tre grad di liberta ¢ 5
quindi la cinematica inversa puo essere scisa in due sottoproblemi in fre 3

incognite.
matrice di posizionamento ¢ quella di orientamento (cfr. par. 5.3)

T=1,

Questa necessita ha spinto a ricercare quali caratteristiche debbano essere
soddisfatte nella steuttura affinché la sua cinematica inversa ammetta soluzioni

Ricordando la formulazione dels cinematica direta come prodotto tra la

Cinematica inversa per wn robot a sei gradi di liberta

Fig. 9

i capisce come sia possibile ricavare le relazioni che danno i valori delle prime
tre variabili i giunto utilizzando le seguenti equazion;

T,01, 4] =x
T2 4=y
| T3 4=1
Avendo ridotto il sistema a tre sole incognite si pud essere certi i esplictare

le variabii di giunto essendo Iequazione risolvente al massimo di quarto grade
€, come tale, analiticamente risolubile.

) Calcolati  valori delle prime tre variabili di giunto la matrice T, ¢ da
Onsiderarsi completamente nota ¢ quindi varra la relazione: ,,

T,=(T)"'P&0

C_he Tappresenta un altro problema in tre fncognite risolvendo il quale & possibile

ticavare anche { valori delle variabili di gi : D
o i di giunto corrispondenti agli ultim tre
&tadi di liberta, : pondenti agli u

Esistenza della soluzione

= Il problema della cinematica diretta ammette sempre soluzione in quanto.
0 un certo valore a tutte le variabili di giunto, la posizione ¢ ['orientamento
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della terna di estremmita della struttura sono sempre completamente determinati, %
I1 problema della cinematica inversa non sempre ammette, al contrario, la
soluzione. L'esistenza o la non esistenza della soluzione permette di definire =

rigorosamente lo spazio (volume) di lavoro;

Lo spazio di lavoro ¢ insieme di tutti i punti raggiungibili dalla terna di -
estremitd. Lo spacio di lavoro destro ¢ 'insieme di tutti | punti raggiungibili dalla

terna di estremitd con orientamento arbitrario.

Riandando ai par, 1.5.1,2,/3,/4,/5./6. si possono vedere i volumi di lavoro

per e strutture pitl comuni

Limit ¢ caratteristiche del campo di lavoro sono determinate dai valori def %
parametri caratteristici dei segmenti della struttura ¢ dal campo i varlazmne

delle variabili i gmn

In particolare i giunti rotoidali difficilmente permettono rotazioni complete ;i
(360°), mentre le traslazioni permesse da quelli prismatici sono limitate dalla 3

necessitd di garantire una adeguata rigidezza alla struttura,

Molteplicita delle soluzioni

Il problema cinematico inverso ¢ caratterizzato, in molt casi, dalla moltepli-
citd delle soluzioni, cioé dalla possibilta che un certo numero di configurazioni
diverse della struttura portino la terna di estremita nella medesima posizione

con lo stesso orientamento,

Anche l strutture di comung impiego in ambito industriale possono avere \:

pit soluzioni al problema cinematico inverso,

Si consideri per o eperatamene il posnzmnamento ¢ lorentamento della

terna di estremitd

posizionamento; la struttura antropomorfa permette di raggiungere lo stesso
punto dello spazio con ben quattro diverse configurazioni della struttura S8
(fig. 10): braccio destro con gomito alto ¢ basso, braccio sinistro con gomito a]to

¢ basso.

gL

Fig. 10

Lo SCARA, cosi come il cilindrico, ha invece a disposizione solo le due
possibilita di braccio destro ¢ sinistro (fig. 11).
orientazione; il polso sferico permette di ottenere la stessa orientazione con due
diverse configurazioni della struttura.

Cinematica inversa per wn robot o sei gradi di fiberta 11
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Fig. 11

St immagini di avere la configurazione di fig. 12a ¢ di cercare gli altri valor
delle variabili di giunto che danno lo stesso orientamento alla terna di estremita
Si ruoti allo scopo il giunto 4 di 180 gradi, il giunto 5 lossi porti da f; a — Oy, s
ruoti infine il sesto di 180 gradi ¢ si otterra la configurazione cercata (fig, 125)

9/1 HS s 95

f ‘ 0= Ogim0
( &)94 ( )%*Gmaa
Y LTI

Fig. 12

Considerando una struttura completa a sei gradi di liberta il numero d
configurazioni che permettono di ottenere la stessa posiziong ed orientamentc
dela terna di estremitd aumentano.

Nel caso di robot che utilizzano un polso sferico il numero di soluzioni &
problema cinematico inverso sard il doppio di quelle permesse dai primi tr
grad di liberta. Questo perche, ogni conﬁgurazwne dei primi tre giunti gener
due diverse soluzioni al problema cinematico fnverso tenendo conto delle du
possibili disposizioni dei gradi di fiberta del polso.

[I numero di soluzioni dipende, a parita di gradi d liberta, dalle caratteristi
che della truttura, In generale si puo afermate che maggiore ¢ il mumero d
paremetri caratteristici non nulli & maggiore sard il numero di souzioni &
problema della cinematica inversa.

Strutture Hidondanti e incomplete

I robot con pi di sei gradi di libertd sono detti ridondanti in quanto hannc
4 disposizione pidt possibilita di movimento di quante ne servano per posiziona
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re ¢d orientare nello spazio un oggetto. Questo significa che, data una certa
posizione ed orientamento della loro terna di estremita, esiste una infintd i 3
soluzioni al problema cinematico inverso. Tali strutture sono comunque quasi

assenti nell'ambito industriale.

Molto diffuse sono invece le strutture incomplete, cio¢ quelle con meno di sef
gradi di libertd, che vengono utilzzate quando non ¢ indispensabile disporre di %

tutte le possibilitd di orientamento (cfr. par. 1.2.5.)

6.5, Esempi di cinematica inversa

Gli esempi riguardano strutture con Je stesse caratteristiche di quelle propo-
ste nel par. 3., dal momento che la soluzione della cmematica inversa presup-

pone la conoscenza delle relazioni di quella diretta,

Il procedimento risolutivo del problema cinematico inverso non si presta ad
essere codificato in una serie di regole che, applicate meccanicamente ¢ rigorosa-
mente, permettano di arrivare alla soluzione (come per la cinematica diretta),
Per questo motivo i procediment esposti nel seguito devono essere considerati
solo come esempi ¢ suggerimenti in quanto 1 problemi proposti possono essere ¥

risolti anche in modi diversi,

Trovandosi i fronte a strutture semplict il miglore sistema per risolvere 2
cinematica inversa ¢ di studiare geometricamente la struttura ¢ quindi di
utlizzare le equazioni della cinematica diretta che sembrano piti opportune (cfr,
par. 6.4.2,3.). Con un minimo di esperienza la via per raggiungere la soluzione =

risulta in questi casi praticamente sempre immediata,

Per strutture complesse, in cui non ¢ semplice capire intuitivamente le

relazioni tra i spostamenti dei giunti ¢ la posizione ¢ Iorientamento della terna.

di estremita, esistono pitl schemi risolutivi che propongono un indirizzo nella

ticerca delle soluzioni,

[ metodo che verra utilizzato nel seguito & dovuto principelmente all'ameri- 3
cano R. Paul ¢ propone una serie di manipolazioni ella equazione cinematica
nel tentativo di isolare alcune relazioni facilmente risolubili, Nel caso pii
generale si conosceranno gl elementi della trasformazione omogenea (PO) che
descrive la posizione ¢ L'orientamento della terna di estremitd rispetto af
riferimento ¢ 'equazione cinematica che sard il risultato del prodotto dele sei 888

matrici A,

T=AAAAAA  [k=flg, gy 05 04 G5, Q4]

 Uguagfiando membro & membro le due matric i ottengono dodii equazio- %
a il cui termine a sinistra & una costante mentre quello a destra é funzione delle

variabili di giunto.

In casi semplii, come quello di strutture a tre gradi di libertd specializzate
nel posizionamento o nellorientamento di oggett, si aved a che fare conun 3

numero di relazioni inferiore.

Piu precisamente si avranno a disposizione tre equazioni se il problema ¢ di
posizionamento (sottomatrice di posizione, quarta colonna) e nove se & di
orientazione (sottomatrice di orientamento, prime tre colonne)

18
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In alcuni casi fortunati puo darsi che qualcuna di queste equazioni sia
fcilmente risolubile, ad esempio quando contiene una sola variabile i giunto
che puo essere esplicitata in modo univoco.

Quando non si riesce a esplicitare nessuna variabile di giunto, il metodo i
paul, consiglia di premoltiplicare o di postmoltiplicare I'equazione cinematica

er ['nversa delle matrici A, ¢ Ay, rispettivamente quella a sinistra ¢ quella a
destra del secondo membro,

$i ottengono cosi due relazion:

Ay 'P40= AAAAA [(6(9;) =1l 93 s G5, G

checsprimono la posizione e 'orientamento della sesta ternarispettoalla prima, ;

P&OA;' = AAsA A (80,) =1(qy, 95 s> G 0s)

che esprimono [a posizione ¢ l'orientamento della quinta terna. rispetto al
riferimento. ‘

Ciascuna delle due equazioni matriclali cost ottenute genera dodici equazio-
i tra cui ricercarne qualcuna facilmente risolubile.

Tn caso di ulteriore insuccesso si puo procedere portando a sinistra un’altra
matrice A, mediante una premoltiplicazione (la matrice dovra essere quella
sinistra del secondo membro) o una postmoltiplicazione (¢ sard quella a destra
del secondo membro). i

Nell'ipotesi che la struttura di cui s cerca la soluzione al problema cinemati-
co inverso sia caratterizzata da un polso sferico i ha la certezza di riuscire, con
un appropriato numero di premoltiplicazioni ¢ di postmoltiplicazioni, ad
individuare delle relazioni che permettono di esplicitare semplicemente le
variabili di giunto.

Va sottolineato che, una volta esplicitata una variabile di giunto, questa ¢
determinabile ¢ quindi tutti gli elementi della matrice A cortispondenti possono
essere calcolati. In tal modo, diminuendo il numero di variabili in gioco, la
ticerea di equazioni che permettano diesplictare l variabilidi giunto rimaneat
misulta semplificato.

S 1a spiegazione teorica della metodologia risolutiva risultasse complicata,
il modo migliore per comprenderla ¢ quello di seguire la soluzione deghi esempi
(644, € 6.54) ¢ solo dopo rileggere questa parte .

81 ricorda ancora che esistono altri approcel altrettanto validi alla soluzione
del problema cinematico inverso ¢ soprattutto, che queste tecniche si imitano a
Tornie solo degli indirzzi di carattere generele, Infatti a soluzione puo sempre
€85ere otienuta con molte modalitd diverse fra le quali solo 'ntuito e Pesperien-
2a permettono di destreggiarsi agevolmente. Quanto detto risulta ancora p
Vero per [2 soluzione delle strutture che non soddisfano la condizione sufficiente
Per la risolubilita,

651, Robot 4 due gradi di liberta

S@ considers il robot descritto nel paragrafo 5.5.1. ¢ se ne determinino le
telazioni della cinematica inversa,
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Un robot a due gradi di liberta puo soltanto posizionare gli oggetti in un :"5
piano, Per poterli anche orientare ¢ necessatio un terzo grado di libertd che =
permetta i ruotare le parti manipolate attorno ad un asse perpendicolare al =

piano di lavoro.

Mancando i terzo grado di iberta I'orientamento della terna di estremita =
del tobot ¢ fissata dalla posizione della sua origine O, Fissato i punto 0, =
ifatt, a terna potra assumere solo due diverse orientazioni, corrispondenti alle
due possibili configurazioni della struttura. Questa aflermazione ¢ valida in 2
generale, ma esiste a singolarita dellorigine O della terna base, punto nel quale, =
quando i due bracei hanno lunghezze ugual, la terna di estremitd puo essere =

arbitrariamente ruotata attorno ad un asse verticale.

Per quanto riguarda la soluzone della cinematica nversa ¢ il relaivo 3

esempio numerico si pud fare riferimento al par. 6.2

652, Robol cilindrico a tre gradi di liberta

Si considert il robot cilindrico di fig. 13 descritto nel paragrafo 5.3.2. ¢ se n

determinino le relazioni della cinematica inversa.

Un robot a tre gradi di liberta pud soltanto posizionare degli oggetti nello =
spazio, S tratta quindi,note l coordinate p,,p, p, i O coincideticon quelle 8
della pinza), di calcolare tuti 1 corrispondenti valori delle veriabili di guunto, %

Aggiungendo a valle di questa struttura un polso sferico § guadagna la =
possibilita di orientare arbitrariamente gl oggetti senza modiicare le coordinate =
di 0., Questo- permette di considerare il procedimento che verrd sviluppato, 3
come la prima delle due tappe in cui puo essere suddivisa la risoluzione delle S8

cinematica inversa di un robot a sei gradi di liberta.

0,

g

X

Fig. 13
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g

Le tre equazioni che danno le coordinate di O, sono;

p,==0:5,+4,C,
p=+dCy+a8,
P, =d1

La relazione che fornisce il vettore della prima variabile di giunto € banale;

dlﬂpz

Osservando la fig, 13 ¢ d'altra parte evidente che la quota di O, ¢ defermina-

ta dal solo valore del ptimo glunto.
Flevando al quadrato ¢ sommando tra loro Ie due relazion non utifizzate

§i ha;
g =ai4e

da cui si ricava il valore della terza variabile di giunto:

4=/} + P -2)

Dele due possibili soluzioni solo quella positiva ha significato fisico in
quanto, per corme sono state disposte e terne di rferimento, a variabile dy puo
assumere solo valori positivi :

11 procedimento applicato pud essere pensato come ['applicazione del teore-
ma di Pitagora pet il calcolo del cateto el triagolo rettangolo rappresentato in
fig. 14 nella quale sono evidenziate anche le altre grandezze coinvolte.

4 y

Oy = ; ﬂ; fpxz +PP1
| 3

[ié 0 }?]

ds 03 (pr'pr)

¥

Fig. 14

Noto d, siicavano seno ¢ coseno di 6, risolvendo il seguente sistema d due
equazioni In due incognite:

px = _'.dSSI + a2C2
b= d,C, 42,5,
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ottenendo
a0, = sy
Sz Bl
d3 + dy
C.= Py a5,
2 d3

I valori di 0, si ottengono applicando la funzione ATAN2:

*4,=ATAN(5,,C)

Esempio

conoscendo le coordinate della pinza:

p,=-1134
p,=3%4
p, =350

¢ il valore del parametro a,;

3,=100 mm

ha:

d; =500 mm

dy= /(113,44 396,4> - 100%) =400 mm

_ 100+396,4 4004~ 1134)

Y
3964 10040.5
== =08t

6, = ATAN2 (0,5, 0.866) = 30°

6.5.3. Robot aniropomorio a tre gradi di liberta

Si consideri il robot antropomorfo di fig. 15 descritto nel paragrafo 3.5.3.
s¢ ne determinino le relazioni della cinematica inversa, :
Si tratta di individuare quelle relazioni che, note lé coordinate p,, p,, P, della
pinza, determinano tutti i corrispondenti valori delle variabili di giunto. Corn

Dato il robot di fig. 13, calcolare 1 valori delle tre variabili di giunto 5?

Utlizzando I elzioni della cinematca nversa individuate n precedenza si %

Esempi di cinematica inversa 3

Vi

Fig. 15

quella cilindrica, anche la risoluzione di questa struttura puo essere pensata
come la prima delle due tappe in cu ¢ possibile suddividere la risoluzione della
cinematica inversa per un robot a sei gradi di iberta.

Nella modellizzazione della struttura Forigine della terza terna ¢ stata fatta
coincidere con quella della seconda per rispettare la convenzione di Denavit-
Hartenberg ¢ quindi le coordinate di O, non coincideranno con quelle della
pinza. Le tre equazioni che danno le coordinate p, p,, p, della pinza sono (cfr.
par. 5.5.3.):

0, =Gyl + Cily)
Py= 8,8y, +CJly)
D, =Coah =51l

Prima di tentare di esplicitare qualche variabile conviene studiare geometri-
camente la struttura osservando la fig. 15 che riporta la configurazione del
robot quando le sue variabili di giunto assumono tutte valore nullo

La quota della pinza ¢ data dalla somma del contributo el primo segmento
(8,1, ¢ di quello del secondo (C,,).

: L'agcissa ¢ [ordinata della pinza i ottengono moltiplicando per C; ¢ 8,
lestlepsione orizzontale del braceio (5,51, + C,1,), il che equivale a trovame la
Posizione sugli assi X, ¢ Y, rispettivamente,

L'sstensione orizzontale del braceio puo essere calcolata utilizzando i

teorema di Pitagora applicato al triangolo rettangolo 0,0,P:

stlz + C211 ™y ((Oop)2 ¥ (POQ)Z) =
=i tp+p-p)=
=i tp)
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I (inematica inversa del robot & due gradr di liberta, Tale analogia ¢ immedia-
qmente comprensibile pensando di ragionare nel piano verticale passante per
Z mchwduato dall'angolo i rotazione 0, (fig. 17).

I1 segmento 0,0, assume sempre valore positivo tranne quando il robot
completamente verticale (6, =—90°, 0, =%0°). Escludendo quest'ultima con
gurazione particolare, sard quindi sempre possibile calcolare C, ¢ §;:

C, =py/5aly + Gl =p/y/ 5 4 p5)
8=p,/ 853l +Cily) =p)/ (p: + Pf)

¢ quindi ottenere I'angolo 6,

b

0, =ATAN2 5, C)
0= ATAN2(-$, -C) =0, +180

Noti p, , Vangolo 8, & compltamente individuato. La seconda solvzione
dipende dal ftto che le stesse asciss ed ordinate della pinza posson0 es$e :

F 3

s

T
Fig. 17

b Bisogna comunque sottolineare che a prima delle due relazioni ¢ valida solo
L/ per C, diverso da zero; quando C, =0 essa deve essere sostituita con [a relazione
equivalente:
( ) ﬂl ik :“-
: é: Sl + Gl =p,fS,

e
il

Per isolare le due vatiabili di giunto conviene elevare al quadrato ¢ Sommare
Ie due relazioni sopra riportate oftenendo: !

B+ 24 20,8,,C,- CS) = HCH+p3)

Fig. 16 ‘
Applicando le formule trigonometriche relative al seno ¢ coseno della

Somma di due archi, si ottiene:
Quando il robot ¢ verticale il calcolo di 8, impossibile attraverso il metod

inoggetto perché st annulla il denominatore delle formule che ne danno il seno
il coseno, non costituisce problema in quanto i suo valore non influisce sullc
coordmate della pinza, i

Per determinare i due rimanent’ valori delle variabili di giunto si hanno o | F
 a disposizione I¢ due relazion; ]

el +218,=0HC+p)
a cui & possibile ricavare S, ¢ Cy:

pCipi--B

Sul 1 Gl =p,/Cy =

Cosly =83l =p,

che presentano molte analogie con quelle che sono state utilizzate per risolvere Cy=+/-1-8)
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R

Noti 8 ¢ C; ¢ possibile calcolare i due possibili valori dell'angolo fl;

0, = ATANL 8, C)
93]1 = ATAN2 (Sa, g C3) = 1800 = 933

I valori di B, noti C, ed Sy, si determinano applicando le formule trigono-

metriche relative al seno ¢ coseno della somma di due archi, alle equazioni di
partenza ottenendo: 1

12 (3203 % Czsa) +11C2 = px/cl .;"
1,(C,C; - 8,85 +1,5, =p, i

Ricavando C, dalla prima equazione si ha:

b e p/Ci - 15,Cy
PO+,

¢ sostituendo nella seconda, dopo alouni passaggi algebric, si ottiene $,;

L _pzﬂl T 1283) + (P,/C,]lzca
BBl

Sostituendo nell'equazione i due possibili valori di C, e di C,, oltre a quello
di S, i ricavano 1 corrispondenti valori di S,; noti questi ¢ possibile calcolare
anche C, ¢ quindi risaire al valore di 0, utlizzando la funzione A-
TAN2(8,, C,).Si noti che esistono quatiro possibili valori i C, ed S,, a causa
del due possibili valori di C, ¢ C,.

Riassumendo, le possibil soluzioni al problema cinematico inverso sono in
genere quattro: L

0,=0,, 0,=0;, 0y=6,,
=0, b,=0, b, =180-0,,
D=0, 4180 B=180-0,  B,=0,
f,=0,,+180 f,=180°-6,, 0,=180°-0,,

Esempio

Dato il robot di fig. 18, calcolare  valori delle tre variabili di giunto =
conoscendo le coordinate della pinza:
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mul

¢ il valore dei due parametri

I, =600 mm

12=500 mm

Utilizzando le relazioni della cinematica inversa si ha:
C, =110/ (11007 4 0% =1
§, =0/y/ (1100 +0% =0
¢ quindi

B,=ATAN2(0,1) =0
B, = ATAND (0, - 1) =180°

Per il calcolo della terza variabile di giunto si ha;

g _1100'/12+02u6002—5002_1
g 256004500 T

Cy=+/-0

¢ quind:
f,=ATAN2 (1, 0) =5%0°

.In questo esempio, dove il braccio del robot é completamente esteso
orizzontalmente, e due soluzioni di gomito in alto ¢ gomito in basso vengono a
comcidere. Per il calcolo della seconda variabile di giunto si ha:

0 (600-+ 500¢1) — (1100/) 3000
= = = =0
T IR R
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 0u(00-+5041) = (100~ )s5008
BT 500% 4+ 6007 + 245004600+ 1

[ equazione matriciale da utilizzare sara quindi

=0« C,=-1,C,=0
o, 0, 4 CLC~88 -CLS8-8L €8
o, 0 & |=| S,CletC8 -8, C3+CCq 8,5
o 0, 8| |-8C 85 8

-0 i
BT E0E0s] «G=1,G=0

-1 1050 i Nessuna delle nove relazioni si presta per ricavare in modo esplicito qualche

= «C=-10C=0 e g it
BT 600450041 ‘ i qariabile di giunto; conviene quinds tentare una premoltiplicazione che isoli a
_ sinistra, ad esempio, la variabile 0. Limitandosi a considetare la sottomatrice di
¢ quindi orientazione ¢ premoltiplicando entrambi | membri per 'inversa della matrice

A, S ottiene:

= ATAN2(,0)=0
Dy, = ATAN2 (1, 0) = 80° Casn, Codse, Catsal [CC -CC
1 -0 -4, Wi <4, -0

] %

654, Polso slerico -SatCay -S04C0, -Sa4Ca ) 8 G 0

Si considert il polso sferico di fig. 19 descritto nel paragrafo 5.5.4 ¢ se ne:ﬁ-{

determinino le relazioni della clnematica inversa. . Uguagliando gl elementi [3, 3] delle due matrici sopra riportate i oftien

un'equazione in cui compare come unica variabile
-5, +4,C;=0
da cui & facile ottenere i due possibili valori di ), che la soddisfano:

0,,= ATAN2 1, 3]
0, = ATAND (~a,, —a) =0, + 180

La variabile f); puo essere ricavata uguagliando gli elementi [1, 3] ¢ [2, 3]
che danno rispettivamente il seno ¢ il coseno di tale angolo:

Fig. 19

: Sostituendo 1 due possibili valor di 0, s ottengono in corrispondenza le due
,H polso sferico permette di orientare gli oggetti nello spazio ¢ quindi, soluzioni; ‘
aggungendogli a monte una struttura che sia in grado di posizionarlo s ottiene
un robpt completo a sei gradi di libertd, Questo permette di considerare il
Procedimento che verrd sviluppato come la seconda delle due tappe in cuié

possibile suddividere la risoluzione della cinematica inversa di un robot comple-
10, i

0= ATAN2 (a,C, +2§,, 3 « 0,
05,= ATAN2 (1.Cy+2,8,, 8) =B, « Oy,
Con analogo procedimento ¢ possibile determinare a variabile eguaglian-

o gli lementi[3, 1]e [3, 2] che danno rispettivamente i seno ¢ l coseno di tale
angolo:

Per determinare  valore assunto dalle variabili i giunto, bisognera utilizza-
1€ 1 valori delle componenti dei versori della terma di estremita rispetto al
tiferimento base,

Nota la trasformazione omogenca che descrive la terna di estremitd (i sesta)

rispetto que}la di base (la terza), tali componenti sono contenute nella ‘j:
sottomatrice di orientazione. ;

Sﬁ St S4nx i Cdn’,
Co=-3,0,1C0,
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Sostituendo i due possibili valori di 8, si ottengono in corrispondenza e due
soluziont:

B, = ATAN2 (-8, +Cyn, ~8,0,+C,0) il
b= ATAN (=S, 4G, =$,0,+€,0) =0 +180 « 0,

Esempio

Dato il polso sferico di fig. 19, caleolare i valori delle tre variabili di giunto
conoscendo orientazione dei tre versori degli assi della terna associata alla
pinza.

n=1 o=0 a=0
n=0 o=1 a=0
n,=0 o=0 az=I

Utilizzando le equazioni della cinematica inversa si ha:
0, = ATAN2 {a,, a) = ATAN2 (0, 0) = indeterminato

In realtd i si trova i fronte ad una situazione degenere del polso sferico =
riconoscibile dal fatto che gl assiz, ¢ z, sono parallel, Gli assi di rotazione del
quarto ¢ del sesto giunto sono paralleli e quindi il numero di gradi di libertd
indipendenti del polso scende a due.

Esempio

Dato il polso sferico di fig. 20, calcolare i valori delle tre variabili di glunto

conoscendo lorientazione dei tre versori degl assi della terna associata alla
pinza;

Fig. 20
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e
n=0 o=0 g=-I
n=0 o=l a=10
n,=1 o0=0 a=10

Utilizzando le relazioni della cinematica inversa si ha;

0,,= ATAN2(0, 1) = 180
,=ATAN2(O, 1) =0°

Sostituendo 1 due possibili valori di 0, nelle relazioni che danno 6 se ne
ottengono 1 due possibili valori

J=ATAN2(LO) = 90 6,
0, = ATAN2 (=1, ) == 90° « 0,

Analogamente i determinano i due possibili valori per la variabile 6

B, = ATAND (0, ~1) =180 & 4,
96b= ATANz (0, 1) = [P e 94b

6.5.5. Robot a sei gradi di libera

Questo esempio ¢ da ritenersi facoltativo i fini del completamento del
programma didattico ¢ va considerato come uno strumento di approfondi-
mento.

La risoluzione dela cinematica inversa per un robot a sei gradi di liberta
permette di padroneggiare il problema relativamente & quasi tutte le strutture
dei robot industriali

Come esempio i consider il robot antropomorfo di fig. 21, descritto nel
paragrafo 5.3.5.

L presenza del polso sferico consiglia di spezzare la soluzione della
cinematica inversa nei suoi sottoproblemi di posizionamento ed orientazione.

Per quanto riguarda il posizionamento bisogna cercare un punto e cul
coordinate soddisfino contemporaneamente le condizioni di dipendere solo dai
primi tre giunti ¢ di essere ricavable dalla posizione ¢ dallorientamento della
terna di estremita, | |

Nell'esempio proposto tale punto pu essere individuato nellorigine O
della quarta terna, Infatti la sua posizione & funzione solo ei primi tre giuntie e
sue coordinate possono essere calcolate perché esso st trova sull asse 2, nella
direzione negativa, alla distanza d da O,

Utlizzando Ja solita terminologia per dare la posizione ¢ ['orientamento
della terna i estremit, le coordinate di O, saranno:

pi & px 2% axdﬁ

by =0, - 4d;
pi 5 pz 5 azdﬁ
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7 Eseguendo e opportune moltiplicazioni si oftiene :

Cpl+8,Pi= 8 +Cl
-p 0 ==Cyl 1S,
_S1P:1= +C1p§ = 0

L'ultima espressione permette di ricavare immediatamente 0,

0,,= ATAN2 9!, pl)
0, = ATAN2 (-, —pl) =0, +180°

E buona norma cetcare di verificare, quando ¢ possibile, se 1 risultati
ottenuti sono intuitivamente convincenti. In questo caso si ¢ trovato che le
coordinate py, pt di O, risulato della sua proiezione nel piano X Y, danno
[angolo di rotazione 6, come era logico attendersi (fg. 21). Anche ['esistenza
della doppia soluzione era prevedibile dopo quanto visto al par. 643,

Per determinare f, ¢ fl, noto 0, rimangono a disposizione le due relazioni:

Syl +Cily = CtP: (i SLPyl
~Cpgly 8,y = "Pi

Queste due equazioni sono gid state affrontate e risolte nel par. 643,
telativo al robot antropomorfo a tre gradi di liberta ¢ quindi ci si limiterd a
riproporre 1 risultati precedentemente ricavati:

Fig. 21

Le relazioni che danno [ascissa, Iordinata ¢ I quota di O, Sono contenute |
orqutqmente ?egyl clementi (1, 4), (2, 4), (3, 4) della matrice A, A, A A, cheda |
la posizione ¢ lorientamento della quarta terna rispetto al flerimento,

Quindi I tre equazioni da cui esplicitare e relazioni dela cinematica inversa
per 1 primi tre giunti sono;

i« (Cipi + Slpyl)z + (P:)z -1-8
2,

S,

Cy=+/-(1-5)

p:=1,C 8 +1,C,C,=C, (,C, 41,5,,) Noti $, ¢ C, si calcola I'angolo 0
p; - IZSISZ_3 + 1181C2 = Sl (llcl + ]2823)

p=bCyelfy el Swle, = ATAN2 8, Cy)

By = ATAN2 8, —Cy) =180°- B,

Trattandosi di relazioni accoppiate conviene cercare di esplicitare ad esem-

E::O gilpremolti_plicando l'equazione cinematica per l'inversa della trasformazio-
i .

Noti C, & S, ¢ ora possibile determinare i valori di 6,

= pé I+ 1,85 + (C-lpi = Slp;)12C3

S, =

(AT)P&O=AAA AGA B+B+2 18,
Ricordando che le equazioni che interessano sono
HARE0 Gy € quelle che danno la
posizione di O,, sard sufficiente caloolare la quarta colonna della matrice: C,= G -l3,G

N L +1,8
(A7')P&O=AA A,
Sostituendo nellequazione che da S, i due possibili valori di C; e i Cy, oltre

In quanto le trasformazion descritte da A, qAﬁ non la modificano. a quello di §,, si ricavano i corrispondenti valori di ,; noti questi ¢ possibile
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Per poter utfizzare e relazioni della cinematica inversa bisogna conoscere le

calcolare C, ¢ quindi risalire al valore di 6, utilizzando la funzione A-
coordinate di O,

TAN2(8,, C,). Si noti che esistono quattro possibili valori di C, ed §,, a causa

dei due possibili di C, e C,, E |
Individuati valori di , ,, 0, le matrici A, A,, A, sono da ritenersi notee

conviene portarle al primo membro dell'equazione cinematica:

ol = S00-04150= 50
p= 0-0+150= 0

3 07 1Y = 4* 51 6 =
Utilizzando le relazioni della cinematica inversa si ha:

N O & Dy

BLAES , = ATAN2 (0, S00) =(°
0 & [ 0, = ATAN2 0, - 500) = 180°
000 I

Per il calcolo della terza variabile di glunto si ha:

Mentre 1l termine a sinistra ¢ noto, quello a destra ¢ funzione di 0, 0, 0. |

Quest'ultimo coincide con |a rasformazione omogenea che descrive la cinemati- _(I*SOOW*O)Z+6002'6002"5002 =0

ca diretta del polso serico per quanto riguarda la sottomatrice i orientazione; v 246004300
Pertanto la soluzione del problema sard del tutto simile quella svolta nel
paragralo precedente. Le relazioni che i ottengono sono: E | Cy=+/-1

indi
0, = ATANL ¢, 2) "

0= ATAN (-2}, ~2) =0, 4180

b = ATAN2 (uC, +48,, ) «f, .
by =ATAN2 (4C, 448, 2) =, «f, .
by =ATANZ (-0, +0C, ~08,+0C) <, |
B = ATANY (~1(8, +1.C,, - 0[S, + 0IC,) =6, + 180 8

b, =ATAN2(), 1) =0°
0, = ATAN2 (0, -1 = 140

Per il calcolo della seconda variabile di giunto si ha:

OO0+ 500K0  (SI04 oS0 _ e
) 5007 + 6002 + 2+300600+0

b
i 500/1 - 500% - 0,1803+1
Esempio _ T =(,9836
Dato il robot di fig. 21, calcolae i valori delle sei variabili di giunto ‘
conoscendo a trasformazione omogenea che descrive a terna di estremits Sy=-1 b by
rispetto al riferimento; - C =0 i
.= i
Sz_ *"6 '19':.
100 5 CZ_Ol W
= ‘ i
g (; ? 758 8,=-0,1803 « d by
C,=-09836
g0
, ¢ quinds;
¢ il valore dei tre parametri; q
f,,= ATAN2 (- 0,1803, 0,9836) = - 10,3874
l; =600 mm f,, = ATAN2 (-1, 0)=-90°
1, =500 mm 0= ATAN2(-1,0)=-%0°
dg=150 mm 0, = ATAN2 (~0,1803, ~0,9836) =~ 169,6126"




19 Capitolo VI - Cinematica inversa

Le quattro soluziont, relativamente i primi tre glunti sono pertanto:

W= =10k g =0
T B W 0, = 180°
0,=180 B, =-9 g, =0
0“3 = 1800 sz AT 169,6126D 0% = 1800

Sostituendo 1 valori ricavati per le prime tre variabili nella relazione:

Ay 'A7'ATPRO = A AN,

si ricava la trasformazione omogenea che descrive La posizione ¢ 'orientamento.

della stessa terna rispetto alla terza,
Considerando solo la sottomatrice di orientazione sard possibile determina-

te i valori delle ultime tre variabili di giunto procedendo in modo analogo a
quanto fatto per il polso sferico (par. 6.54,),

6.6. Generalita sul controllo delle iraiettorie

La traiettoria di un robot ¢ lo Iinea descritta nello spazio dally sua estremitd  3‘ |

funzionale, nel movimento dalla configurazione iniziale o quella finale.

I1 robot ¢ un sistema meccanico 1 cui movimenti possono essere liberamente
programmati ¢ quinds il controllo dei suoi moviment] ¢ di importanza fonda-
mentale. : '

Prima di imporee al robot un qualsiasi tipo di movimento & necessario
assicurarsi che, durante tale movimento, nessuna delle sue parti entri in contatto
con gli oggetti che lo circondano (vincolo degl oggetti).

Si tratta pot di definire quali moviment dellestremita funzionale servono
per realizzare il compito a cui l robot ¢ dedicato, Nei casi pill semplict interessa
che il robot modifichi Ja configurazione della sua struttura in modo da cambiare
la posizione ¢ Lorientamento della sua estremitd funzionale da una condizione
imiziale (6%, coordinate di presa di una parte) ad una finale (ex. coordinate i
deposito della stessa). In altre parol interessano i punto di partenza e di arrivo
ma non a traiettoria con cui essi vengono collegatt (vincolo dell posizioni
iniziali ¢ finali),

Nella maggioranza dei casi ¢ invece necessario controllaze anche I traietto-
ta descritta dall'estremita del robot (vincolo del percorso),

T controllo dei movimenti di wn robo puo essere definito in due fasi: nella
prima si cerca una traettoria che soddisf il vincolo degli ostacoli ¢ nella seconda
ne viene controllata Pesecuzione.

Per quanto riguarda la prima fase ¢ sufficiente dite che le traiettorie Vengono
In genere studiate sul campo ¢ quindi risulta relativamente semplice fare in
modo che siano libere da collision. Va tuttavia sottolineato che s cominciano
ad utilizzate dei programmi di simulazione che permettono di pianificare le
traiettorie, I vantagg! di un tale approccio sono notevoli in quanto, potendo
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lavorare in simulazione, si possono facihpente provarelpl‘ﬁ traiettorie e diyersp
organizzaziont della stazione robotizzata in modo da migliorarne le pestazioni,

Imposti i vincoli degli ostacoli, riman il problema dicontrollarne la cortetta
esecuzione, che puo essere realizzato sia a livello dei giunti che nello spazio

cartesiano.

661, Controllo del movimento a livello dei giuntl

Quando interessano soltanto le posizioni di inizio e fine della trajettoria i
hanno a disposizione due insiemi di variabili i giunto che rappresentano lo
configurazione di partenza e quella finale della struttura. Il controllo i i_amtfa ad
imporre ad ogni giunto uno spostamento che porti il valore della sua variabile da
quello di partenza o quello finale

Poiché in generale gli spostamenti dei giunt'i saranno di entitd diversa Puno
dallaltro i controllo si preoccupa anche dll progtammare accelera,glom 4
velocita di ognuno di essi in modo che tutti terminino 1 loro movimento
contemporancament in modo da otfenere un (moto coordinaton.

Questo controllo si presenta molto semplice ma ltmposs1.blht‘a'd1 imporre
una deferminata traiettoria al robot lo rende praticamente inutilizzabile per
molte applicazion industrial,

Desiderando controllare completamente la traiettoria, il movimento del{ mbal{
deve essere pianificato dando, in funzionel dgl tempo, una Ie,gge che{ ‘dgs'crwa gl
spostamenti i ogni ghunto e { valori inizial  final dglle lqro vqnabﬂ:.l |

La traiettoria viene realizzata con una sequenza di mog:menn cqordmatt.tra'
una successione di punti intermedi cosi ravvicinati da garantive che gli scostamenti

dalla legge desiderata risultino contenut.

L'algoritmo di controllo che genera la sequenza dei‘ punti }nterm?ldl ;
presenta relativamente semplice. Innanzitutto viene definito un interva g !
tempo, detto di campionamento, che 1gtqrcorre fra un punto ¢ 1l successwe .un
controllo sard quindi un algoritmo ciclico che, ogai volta che trascprrto i
intervallo di campionamento, verifica dapprima s¢ il robot ha ?ggnfm'ttan-
posizione finale ¢, in caso negativo, ca}cola un 100V punto intermedio SIry

zioni che definiscono la tratettoria. B :
! kféﬂﬁe questo algoritmo di controllo risolt eEﬁcmnte ¢ necessgm;l chfaiz
funzioni che descrivono gli spostamenti dei gruati permettano dic C(é lla
agevolmente ¢ in modo deterministico, dato n generico t, 1l v%lp;e uZlie
variabile di giunto. Questo signifca ad esempio che sono da evitar ?ivo ;
funzioni che forniscono il valore della variabile i un giunto un mogio 1t§ral_m3 !
che ne fanno corrispondere pid di uno ad uno stesso valore it mllo ;
fondamentale che le funzioni siano continue per evitare che tra un mﬁer;;a e
campionamento ¢ il successivo ci siano variazioni troppolgrandl 10 :inoni
potrebbero essere realizzate dagli attuat‘on.del robot. inf'at‘q lp‘alcoelers =
raggiungibili dai giunti sono limita(e ¢ quindi, data la vglocnta mlzi)a'te, (i)a n}:ente
percorribile nellntervallo di campionamento non potré essere arbl gag Pt
grande. Le relazioni che vincolano i possibili spostamenti de giunti del robo
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alle prestazioni et loro attuator (coppia ... ¢ alle caratteristiche della struttura
(masse, inerzie, ..) sono detti «vincoli dinamiciy. E |

Il principale vantaggio del controllo dei movimenti a livello dei giunti ¢ la E |
semplicitd in quanto la traiettoria ¢ stabilita fornendo direttamente le leggi di 8%
variazione delle variabili che devono essere controllate. Questo fatto garantisce 8
fnoltre che il peso computazionale per la pianificazione della traiettoria ¢
minimo ¢ quindi pu essere eseguito in tempo reale "

662 Controllo dei maviment nello spazio carleslano

La traiettoria ¢ 1 suoi punti iniziali e finali vengono descritti al controllo in
riferimento allo spazio cartesiano.

Questa modalitd di controllo & di gran funga pi diffuse dellalira perché &
pia semplice definire dele traittoric corrette nello spazio cartesiano piuttosto i
che in quello dei giunti. D'altra parte, qualora si rendesse necessario conoscere |
valori dell variabii i giunto corrispondentiad una certa posizione ed orentz-
mento della estremita, basterd richiamare la routine di soluzione della cinemati- |
ca invetsa.

Quando interessano le. posizioni di hizio e fine della traiettoria il controll
conoscerd soltanto la posizione e ['orientamento della terma di estremita corrispon- ¢
denti alla configurazione di partenza e o quella finale della struttura, 3

In questo caso il controllo dapprima calcola i valori delle variabili di glunto
corrispondent alle posizioni iniziale ¢ finale dela terna i estremiti ¢ quindi %
impone ad ogai giunto lo spostamento che gl compete. Poiché in generale gli
Spostamenti dei giunti saranno di entitd diversa I'vno dallaltro il controllo s
preoccupa anche di programmare accelerazioni e velocitd di ognuno di essiin
modo che tutti terminino il loro movimento contemporancamente cosi da
realizzare un moto coordinato, E

Tale semplice controllo ¢ tuttavia quasi sempre non utilizabile in applica-
zioni pratiche in quanto molto spesso ¢ indispensabile poter vincolare il robota 8
Seguire un certo percorso, 1

Desiderando controllare completamente la traiettoria, il movimento del robot a
deve essere pianificato fissando, in fimzione del tempo, una legge che descriva la %

posizione e [orientamento della terna di estremitd, olre a specificare le condizioni ; |
di partenza e di arrivo, L

Anche in questo caso la traiettoria viene realizzata con una sequenza i~
movimenti coordinati tra una successione di punti intermeds cost ravvicinati, %
che gli scostamenti dalla legge desiderata risultano contenuti, Lalgoritmo di
controllo che genera la sequenza dei punti intermedi i presenta pii complesso
rispetto a quello welizzato lavorando a fivello dei giunti. Infatt, ad ogni
tntervallo di controllo, oltre & determinare la posizione ¢ lorientamento della
tetna di estremitd esso deve convertite le posizioni cartesiane nei cotrispondenti
Valori delle variabil di giunto risolvendo un problema di cinematica inversa,
Questo aumento del carico computazione obbliga ad adottare elaboratori pil
Veloci ¢ costosi per mantenere immutati gl intervall di controllo,
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Gl algoritmi di controllo possono essere concettualmente divistin quell che
operano  livello della terna di estremita ¢ quelli che lavorano a fivello dei

glunlf;vorando allvello dell terna di estremita il controllo opera quasi sempre
gello spazio cartesianos la traiettoria ¢ campionata aintervalli di tempo Icostaptg
¢ il segnale di errore inviato agl attuatort per comandare 1 movimenti ¢
calcolato in base alla diflerenza, espressa coordinafe cartesiane, {ra lg
posizione da taggiungere ¢ quella efetivamente occupata dalla terna i estremi-
" I controlli di movimenti nello spazio carte.siano cl}e‘ Javorano a 11v'e119 dei
giunti approssimano la traiettoria qglla fomna di estremita con delle funzioni chg
danno al variare del tempo i valoriideali delle variabil di giunto. Ill segnale di
rrore da inviare agli attuatori ¢ in questo caso proporgmnale a!la differenza tr
la posizione teorica ¢ quell eale, entrambe espresse n coordinate dei giunt-(li._

Tra i due approcei quello cartesiano ¢ da pge[erlrsg in quanto si presenta
pil chiara comprensione ¢ permete precisioni magglori non dovendo essere
| ssimaziont. |
lntr?rﬂ?:;iifdp;?momento che per ora & impossibile ottenere Una misura diretta
della posizione ¢ dellorientamento della terna di estrémita, sara necessario
eseguire praticamente in tempo reale delle trasformazioni tra o spazio cartesia-
no ¢ quello dei giunti. Si ricordi 1rgolt;e che questa convesione non g umvocai ¢
quindi vanno calcolate piu soluziont {ra cui sce,glle;e quella {da adottare. La
scela viene in genere fatta in base al criterio dell'adiacenza, s scegle o, tra
tutteJe soluzion possibili, quella che comporta 1 minort movimenti per i giuntl.

Vale la pena di sottolineae che ogni giunto dovra avefe un $U0 eso relailgq
in quanto ¢ palesemente diverso, ad esemmpio, ruotare .d! un certo an%plqlunp al?
giunti del polso rispetto a muovere dell stessa quantita uno di qug]llprmc;})l -
Questo carico computazionale puo costringere ad allungare gl interva L :
controllo diminuendo ['accuratezza con cut viene eseguita l;i traiettorta ichie
sta. Inoltre, nel caso in cui si debba tener conto dg vxngol1 dmlamlm,ds;
dovrebbero combinare vincoli a livello cartesiano ([a traiettoria) ¢ a livello det
unti ( quelli dinamici). s ol _
; unﬁ; g(?muma di questi )svantaggi fa i che nella p;atica sia pil diffuso il sm]r'ld(i
che s presenta computazionalmente pil veloce ¢ in grado di lavorate scmplice

i vincoli dinamel. iy Lo

mm]f’eufl?;lo ]v:ro svantaggio & la perdita di precisions dovuta agli error mtro:
dotti dalle funzioni approssimanti che, quz}lora fossero .mqltp complesse, a?ﬁ
menterebbero i tempi di claborazionee riducendo quindi il vantagglo P
significativo di questo approccio.




